PONG DU

Pong du 14 mot khai niém Toan hoc ¢ ban, don gian va so cip. N6 thudng dudc gidng day
ngay tit chuong trinh THCS. D6 ciing lam khu6n khé dé phat biéu va chitng minh mot trong
nhitng dinh 1y Toan hoc thuc su diu tién ma hoc sinh dude hoc, d6 13 dinh ly Fermat nhd.
Lan dau tién t6i duge nghe gidng vé dinh 1y Fermat nhé c6 1€ 13 vao thdi gian hoc 16p sau,
d6 ciing 14 14n d4u tién t6i nhan ra duge cai ma ngudi ta goi 13 vé dep Toan hoc, mét thi
rAt khé dinh nghia, nhung ciing 14 cAi ma bao nhiéu ngudi vin miét mai, thAm ling theo
dudi.

Muc dich ctia bai viét nhé nay 13 thudt lai su xuét hién ctia khai niém dong du tit nén vin
minh ¢8 dai, va réi nhAn manh mét khia canh ma c6 1 it ngusi d€ v dén, d6 14 tinh xtc tac
ctia né trong su hinh thanh cac ciu tric dai sb trong Toan hoc hién dai. !

1. Euclid va Ton T

Chuong VI va IX cla quyén sach "Co S&" ctia Eudlid ¢6 nhéc dén tinh chét chia hét, khai
niém s6 chan va s6 1é, nhung chua phat biéu tusng minh khai niém dong du.

Hai s nguyén a,, a, dudc coi 1a déng du theo modulo b néu ma a, — a, chia hét cho b, hay
no6i cach khac a; va a, ¢6 cing mot phan du Euclid trong phép chia cho b. Ta ky hiéu

a, =a, (mod b).

Khai niém ddng du xut hién kha ro nét trong dinh 1y phin du Trung Hoa. Ngudi Trung
Hoa goi né 1a bai toan Han Tin diém binh: M6t nhém khéng qua mot trim binh linh xép
hang bay thi du ra mot ngudi, xép hang nim thi du ra ba ngudi, xép hang ba thi khéng du
ra ai. Tuéng quan giéi nhidm sé tinh ra rang s6 binh linh bing diing by muoi tam.

Dua theo tra ctu thi thiy dinh Iy ndy dugdc phat biéu 14n diu trong sach Toan phap Ton Tit
(thé ky thit III — V sau Cong nguyén), khéng lién quan gi dén Binh phap Tén Ti (thé ky
thit V trude Cong nguyén). Vi vy cé thé dit cdu hoi gan ghép bai toan ddng du véi tén cta
Han Tin c6 phai 13 m6t nham 14n lich s& hay khéng ?

Pinh Iy phin du Trung Hoa phét biéu véi ky hiéu hién dai nhu sau:

Cho m la s0 nguyén duong. Néu ny, n,, ..., n,, la cac so nguyén déi mot nguyén to cung
nhau va ry, ry, ..., I, 1a cic sO nguyén thod man 0 < r; < n; véii € {1, 2, ..., m} thi ton

IT4c gia chan thanh cdm on thiy TrAn Nam Diing di gitip bién tip bai viét nay.



Déng Du

tai duy nhét mét s6 nguyén r thod min 0 < r < l_[ n; sao cho r déng du véi r; mod n; véi
i=1

moii€{l,2,...,m}, hayla

r=r; (mod n;). (1)
Gia thiét quan trong trong dinh ly phin du Trung Hoa 13 gia thiét nguyén tb cling nhau.
Hai sO nguyén a va b dudc coi la nguyén t6 cung nhau néu nhu uée so chung 16n nhat cta
ching la 1. Néu a va b 1a hai so6 nguyén duong, ta ky hiéu (a; b) la uw6c so chung 16n nhat
cta chung. Nhu vy, a va b 1a nguyén to cung nhau khi va chi khi (a; b) = 1.
Sach Co sé cta Euclid, chuong VI, c6 khio sat kha ki khai niém nguyén tb cling nhau.
Ménh dé sb 2 trong chuong VI dua ra mét thuit Toan hiéu qua cho viée tim uée sé chung
16n nhat cta hai s6 nguyén duong va dong thoi xac dinh xem hai s6 nguyén cho trude c6
nguyén to cung nhau hay khong:
Cho a va b 14 hai sb nguyén duong. Xét (x, y) 1a mét cip bién nguyén véi gid tri ban dau
la (x, y) = (a, b). Ta thuc hién phép chia Euclid x = yq+r v6iq,r €Z,0 <r < y. Néu
r = 0, udc so chiing 16n nhat cta a va b bang y. Néu r > 0, ta thuc hién vong ldp véi gia
tri méi (x, y) := (b, r) thay cho cidp so (x, y) = (a b) ban dau. Thuat toan dl‘mg khi ma
phép chia Euclid khong con phan du. Thuét toan hién nhién pha1 ding sau mot so hitu han
bude vi b > r va bién y khong thé gidm mai trong tip cac sb nguyén duong.

De giai thich cho thuét toan Euclid, ta cAn nhin xét rang gcd(a, b) = gcd(b r), tu’c la uée
s6 chung 16n nhéit cta cip sb (a, b) dung bang LI’OC s6 chung 16n nhit cta cip sb (b, r).
That vay, tit quan hé a = bq +r, ta rtt ra rang mot sb nguyen d 1a u6c cta ca a va b khi va
chi khi n6 13 u6c ctia ca b va r. O budce cubi cung, khi ma phan du bang 0, hién nhién wée
s6 chung 16n nhit clia x va y ding bing y.

MOt nhén xét rit quan trong 14 trong tién trinh cta thuét toan Euclid véi cip sb bién thién
(x, y) = (a, b) & budc thit nhit, r6i (x, y) = (b, r) & bude thit hai, cac gia tri nhan dugc
clia x va y ludn 13 cac t6 hop tuyén tinh nguyén cta a va b, hay néi cach khéc, & moi thoi
diém, gia tri cia x va y lubén cé dang ma + bn v6i m, n 1a nhitng s6 nguyén nao dé. Ta c6
thé rat ra két ludn rang udc sbé chung 16n nhit ged(a, b) bit bude phai cd dang nay, tic 1a
ton tai nhitng s6 nguyén m, n sao cho

gcd(a, b) = ma + nb. (2)

DAy ciing chinh 14 t6 hop tuyén tinh cb gié tri tuyét dbi duong nhé nhéit clia hai sb nguyén
duong (a, b) cho trudc. Trong ngdn ngit Dai sb hién dai, ta sé ndi ring tap hop cic sb &
dang ma + nb véi m,n € Z la ideal sinh bbi a va b. Ideal nay 14 ideal chinh, n6 ¢ phan ti
sinh 13 uéc sb ching 16n nhét ged(a, b). Tat nhién, ngay xua, Euclid khong co kha1 niém
ideal chinh trong hanh trang ly thuyét ctia minh, nhung khai niém nay d tiém 4n trong
thuét toan ma 6ng nghi ra.

Ciing cin bd sung thém rang chu’ng minh dlnh 1y phan du Trung Hoa cho hai s6 nguyén
n,,n, nguyén tb cting nhau, c6 thé qui vé viéc chi ra hai sb6 nguyén m,,m, thod min
myn, +myny, = 1.

2. Fermat va Euler

Néu p 13 mét sb nguyén tb va a 1a mét sb nguyén duong khéng chia hét cho p thi khi dé, ta
c6 phuong trinh dong du
a’'=1 (mod p). (3)
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DAy 1a phat bi€u cta dinh ly nhd clia Fermat, mét trong nhiing dinh 1y quan trong nhit
trong So hoc so cap.

Euler mé réng dinh ly cﬁa Fermat cho trudng hop dong du modulo mot sé nguyén khong
nhét thiét nguyén t6. Néu n 1a mot sb nguyen duong, ta ky hiéu ¢ (n) la s6 cac so nguyén a
v6i0 <a < 11 sao cho (a; n) = 1. V6i mot s6 nguyén t0, ta 6 ¢(p)=p—1. Sb ¢(n) dudgc
goi la chi s6 Euler ctia n. Dinh ly Fermat dugc Euler md rong ra nhu sau

a®™ =1 (mod n), (4)

v6i moi cdp sO nguyén (a,n) nguyén to cung nhau.

Fermat phat biéu dinh ly nhé trong mét bitc thu cho de Bessy vao nim 1640. Ong néi rang
khéng viét ra chiing minh vi n6 hoi dai. Euler té ra nghi ngd vé chitng minh ma Fermat
khéng céng bb, nhung 6ng ro rang rat thich dinh 1y nay va céng bb it nhit hai chting minh
khac nhau. Chitng minh dau tién dung céng thitc nhi thitc Newton con chting minh thit hai
dung tac dong ctia nhom (Z/n)* 1én chinh n6. Chiing minh thit hai ctia Euler thuc su di
trudc lich st va ban thin ching ta sé phai tiép tuc xudi dong lich st truée khi quay lai binh
ludn vé chitng minh ctia Euler.

3. Disquisitiones cua Gauss

Trong chuong IX sach "Co S8" ctia Euclid ¢6 it nhét 5 ménh dé vé céng va nhén cac sb chin
18, vi du nhu tich cta hai sb 1& luén 14 sb 1é. Chuong dau ctia quyén Disquisiotiones cta
Gauss ciing danh vao viéc chiing minh tip Z/n cac 16p déng du modulo n tao thanh mot
vanh. Pang chi v rang, ngudi ta chua phat biéu mét cach tdng quat thé nao 1a mét vanh
giao hoan vao thdi cia Gauss, nhung 6ng hoang ctia Toan hoc di biét rd thé ndo 1a mét
vanh, v hiéu tAm quan trong cta viéc Z/n tao thanh mot vanh.

Ong ciing chitng minh rang vanh Z/n 1a mét trudng khi va chi khi n 1a mét sé nguyén tb.

Pinh Iy phin du Trung Hoa cé thé dudc 1am manh 1én nhu sau:

m

Néun = | | n; véi ny, n,, ..., n,, la cac so6 nguyén duong dé6i mot nguyén to cung nhau thi
i=1

anh xa

Z/n—ZInZ % -+ X L/n,7Z (5)
13 ddng cAu vanh.

Pinh 1y phin du Trung Hoa sau nay xuét hién duéi nhiéu hinh hai khac nhau trong Toan
hoc hién dai, tuong minh nhat la trong dai so nhu trong chuong mot quyén cam nang Dai
sO giao hoan ctia Matsumura, 4n hon trong khai niém adele cta S6 hoc hién dai.

V6i moi vanh giao hoan R, ta ky hiéu R* t4p con cac phan tit kha nghich cliaR : a € R dudc
goi 13 kha nghich néu ton tai b € R sao cho ab = 1. Tép R* 13 mét nhém giao hoan dbi véi
phép nhén. St dung (2), ta thiy rang 16p ddng du cda a la mot phan tt kha nghlch trong
Z/n khi va chi khi a va n nguyen td cling nhau. Nhu vay, chi s6 Euler ¢(n) chinh la SO phan
tt ctia nhém (Z/n)* cac phan t kha nghich ctia Z/n. Thé hién chi s6 Euler nhu sb phén tit
kha nghich ctia vanh Z/n cho phép ta giai thich nhiing tinh chét co ban ctia chi sb Euler.
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m

Néun = l_[ni v6i ny, ny, ..., n, d6i mot nguyén td cung nhau thi tit (5), ta suy ra rang
i=1

anh xa

@/n)* - [ [@/n)” (6)
i=1

13 mét ding cAu nhém. Dang cdu nay kéo theo dang thic
pm) =] [¢n), (7)
i=1

dtng dudi gia thiét cac sb nguyén duong ny, n,, ..., n,, d6i mot nguyén t6 ciing nhau.

Dinh ly Fermat nhd va mé rong ctia né la dinh 1y Euler cung 6 thé suy ra tit ciu tric nhém
cta (Z/n)*. That vay, v6i moi nhém hitu han G v6i m phan tu’ v6i moi 8 eG,tacog"=1.
Day la mot hé qua cua dlnh ly Lagrange khang dinh rang sb phan tl cia moi nhom con H
clia G ludn 1 mot uée sb clia sé phin th ctia G. Ap dung ménh dé nay vio trudng hop cta
nhém con sinh ra bdi mét phan t&t a € (Z/n)*, ta suy ra ding thic a®®™ = 1 trong vanh
Z/n.

Nhin tif quan diém cu tric dai s6, dinh 1y nhé ctia Fermat va mé rong cta Euler don thuin
13 tinh chit don gidn nhét cda nhém (Z/n)* cac phan t&t kha nghich cia vanh Z/n cac 16p
déng du mod n. Tuy vdy, can luu ¥ ring Fermat va Euler dudng nhu khéng nhén thiic vé
diéu nay.

Nén luu ¥ ring phai chd dén thoi Galois, Sylvester thi khai niém vé nhém tritu tugng méi
hinh thanh. Tra ctu chitng minh thd hai ctia Euler, ta thay tuy rang éng chua c6 khai niém
nhém tritu tugng nhung éng ta da biét cho nhém (Z/n)* tac déng 1én chinh né va ching
minh dinh 1y Fermat nhé mé réng dua vio tic dong nay. Qua dy, ta thiy rang khai niém
nhém tac dong 1én mét tap hop xuit hién trude khai niém nhém tritu tuong.

4. Dinh ly nhém nhan va mat ma
Sylvester d4 chi ra rang moi nhém Abel hitu han déu c6 dang
A=7Z/dy X Z]dyx ---xZ/d,, (8)

v6id,|d,| - |d,, 12 mot ddy sb nguyén duong, sb sau 14 bdi ctia sé truée. Day sb d,|d,| -+ |d,,,
hoan toan dudc xac dinh béi A, dudc goi 14 kiéu ctia A. S6 m 14 sb tbi thifu cac phan ti 14p
thanh méot hé sinh cia A. Nhém A dude goi 14 nhém xich néu m = 1, néi cach khac A c6 mot
phén ti sinh.

Ta c6 thé dit ra cAu hédi xac dinh kiéu ctia nhém nhan (Z/n)*. Pinh Iy nhém nhin khing
dinh rang trong trudng hdp n = p 1a m6t s6 nguyén to thi (Z/p)* la nhéom xich.

Gia stt (Z/p)* = Z/d, X Z/dy X --- x Z/d,, v6i m > 1 va q 1a mét sb nguyén tb uéc clia
dy, dy, ...d,. Khi d6, c6 dting ¢™ phén tit x € (Z/p)* thoid man x¢ = 1. Nhitng phan ti
nay la nghiém ctia phuong trinh x? — 1 = 0 trong truong F, = Z/p. Vi khong thé c6 qua g
nghiém ctia phuong trinh bic g, ta c6 m = 1.

Pinh 1y nhém nhén cé nhiéu tng dung trong 1y thuyét sé so cap. Vi du thit nhit lién quan
dén viéc tinh toan ky hiéu Legendre.
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Cho a va b 14 hai s6 nguyén nguyén t6 cung nhau, ta dit

(a) 1 néu ton tai x € Z sao cho x>=a (mod b) ©)
b) | -1 néukhéng tdn tai x € Z sao cho x>2=a (mod b)
Xét vi du don gian nhét véi a = —1 va b = p 1a mét sb6 nguyén t6 1é. Do (Z/p)* dang ciu
v6i Z/(p — 1) nén dé€ cho —1 1a mét binh phuong, diéu kién cin va du 1a (-7 =
Vi vay, ta c6 cong thic
-1 1 néup=1 (mod 4
AN cup=1 (mod4) (10)
p —1 néup=-1 (mod 4)

Téng quat hon, Gauss chting minh luat thuan nghich bc hai, mét trong nhiing dinh Iy quan
trong nht trong Disquisitiones. Ludt ndy c¢6 thé xem nhu mét thuét toan dé tinh ky hiéu
Legendre. Bén canh ¥ nghia thuét toan, né 1a khéi ngudn ctia ctia mot mach chinh trong sb
hoc hién dai bao gbm luat thuén nghich Artin, gia thuyét Langlands. Ching ta sé d€ danh
chtt dé réng 16n nay cho nhitng bai khéc.

Ung dung tht hai lién quan dén 1y thuyét mat ma. Cho n 13 mét sb tu nhién rat 16n va lay
tap hop Z/n 1am tip hop cac chit cai. Ma hod sé 1a mot ham sb & : Z/n — Z/n. Ta sé gia st
rang & 13 mot song anh va goi ham ngudc £ 13 gidi ma. Néu n 13 mét sb 16n va & 13 mot
hoén vi bat ky, viéc xac dinh £~ ¢6 d6 phtc tap rat 16n, vugt ra ngoai kha ning tinh toan
cta cac may tinh hién nay.

Xét trudng hop dic biét £(x) = x? v6i a 13 mot sb nguyén duong 16n hon 1. DE anh xa
£ :Z/n — Z/n 1a song anh, diéu kién cin, nhung khong dd, 1a n khéng c¢é uéc chinh
phuong, tlic 1d n = p, - p, -+ p,, 12 tich cic s6 nguyén t6 khac nhau. Trong trudng hop nay,
ta c6 thé suy ra tit dinh 1y Euler ring v6i moi sb nguyén m thod man m = 1 (mod ¢ (n)) ta
co

x™=x (mod n). (11D)

Néu b 13 mot s6 nguyén duong sao cho ab = 1 (mod ¢(n)) thi ham &’ : Z/n — Z/n cho
béi x — x? 13 ham ngudc cta &. Nhu vay d€ gidi ma & ta chi cin tim s6 nguyén duong b
sao cho ab =1 mod ¢ (n). Véi gid thiét a nguyén tb ciing nhau véi ¢ (n), d€ tim dugc b, ta
c6 thé dung thuét tuan chia Euclid. N6i cach khac d€ nghich ddo anh xa & ta chi cAn biét
chi s6 Euler ¢ (n).

Ti suy luén nay, ta thay rs‘?lng dé ma hod, ta chi can biét n va a; trong khi d6 d€ giai ma,
ta can blet ¢(n) va b. Biét ¢(n) gin nhu tuong duong vdi viéc phan tich n thanh tlch cac
thita sb nguyén tb. Vi phén tich mét sé nguyén du’dng 16n thanh t1ch cac sb nguyen tb co
do phtec tap tinh toan cao cho nén trén nguyén tic viéc gidi ma 1a rit khoé ngay ca khi viée
thong tin vé mé hoa c6 thé hoan toan céng khai.

5. Tham khao

V& cht dé nay, ban doc ¢6 thé tim doc thém quyén kinh dién "Course in Arithmetic" ctia
Serre, hoac quyen "A Computatlonal Introduction to Number Theory and Algebra cla
Shoup, cung rt tbt va c6 thé tai vé hOp phap tu trén trang mang cua tac gid. Ban doc
quan tam dén lich st toan hoc nén bit dau tu Disquisitiones ctia Gauss.



